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Trade and African Regional Agreements: a spatial econometric 
approach 

 

Aligui TIENTAO*, Diègo LEGROS*, Wilfried KOCH† 

 

Résumé 

L’objet de cette étude est d'évaluer l'impact des blocs régionaux africains sur les flux commerciaux, 
tout en prenant en compte l'interdépendance spatiale entre ces flux. À cet effet, nous dérivons une 
équation de gravité spatiale en relâchant l'hypothèse implicite que les flux commerciaux entre deux 
partenaires sont indépendants de ce qui se passe dans le reste du monde. Nous estimons les effets 
frontières pour six blocs régionaux en Afrique (CEMAC, COMESA, CEDEAO, SADC, UEMOA et  la 
zone FRANC). Nos résultats montrent qu’excepté  la  zone FRANC et la CEDEAO, tous les autres 
blocs ont produit des effets positifs sur les flux commerciaux. Cependant, ces effets sont faibles 
sauf pour l'UEMOA et la CEMAC. En outre, l'interdépendance spatiale entre les flux commerciaux 
s’est traduite par une relation négative comme l'implique le modèle théorique, ce qui suggère une 
mesure naturelle de la concurrence spatiale. 

Mots clés : Effets frontières ; Blocs régionaux ; Autocorrélation spatiale ; Afrique Sub-Saharienne. 

Abstract 

The purpose of this paper is to evaluate the impact of African regional blocs on African trade flows 
while allowing for spatial interdependence between trade flows. To this end, we derive a spatial 
gravity equation by removing the implicit assumption that trade flows between two trading partners 
are independent of what happens in the rest of the trading world. We estimate the border effects for 
six Sub-Saharan regional blocs (CEMAC, COMESA, ECOWAS, SADC, WAEMU and FRANC).  We 
find that regional blocs have positive effects on African trade flows, although these effects are small 
except for WAEMU and CEMAC. We do not find any significant effect on trade flows for the FRANC 
and ECOWAS zones. In addition, the spatial interdependence between trade flows is reflected in a 
negative relationship as implied by the theoretical model, suggesting a natural measure of spatial 
competition. 

Keywords: Border effects; Regional blocs; Spatial Autocorrelation; Sub-Saharan Africa. 
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✇❤✐❧❡ '❤❡ ❋%❛♥❝ ❝❢❛ ③♦♥❡ ✐+ '❤♦✉❣❤' ♦❢ ❛+ ❛ ▼♦♥❡'❛%② ❯♥✐♦♥✳

❆❧❧ ♦❢ '❤❡ ♣%❡✈✐♦✉+❧② ♠❡♥'✐♦♥❡❞ ❜❧♦❝+ ❞✐✛❡% ✐♥ '❤❡✐% ❞❡❣%❡❡ ♦❢ ✐♥'❡❣%❛'✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥✲

+✐❞❡% '❤❛' ✇❛❡♠✉ ❛♥❞ ❝❡♠❛❝ ❛%❡ ❝❧♦+❡❧② ✐♥'❡❣%❛'❡❞ ❝♦♠♣❛%❡❞ '♦ ♦'❤❡% ❜❧♦❝+✱

✷

❛❧'❤♦✉❣❤

✐♥'%❛✲❜❧♦❝ '%❛❞❡ +'✐❧❧ ❡①♣❡%✐❡♥❝❡+ ❞✐✣❝✉❧'✐❡+ ✭●♦%❡''✐ ❛♥❞ ❲❡✐+❢❡❧❞✱ ✷✵✵✽❀ ▼❛%'✐❥♥ ❛♥❞

❚+❛♥❣❛%✐❞❡+✱ ✷✵✵✽✮✳ ❲❡ ❡①♣❡❝' ❛ +'%♦♥❣ ❜♦%❞❡% ❡✛❡❝' ❢♦% ✇❛❡♠✉ ❛♥❞ ❝❡♠❛❝✳ ■♥ '❡%♠+

♦❢ ❞❡❡♣❡% ✐♥'❡❣%❛'✐♦♥✱ "❛❞❝ ✐+ ❝♦♠♠♦♥❧② ✈✐❡✇❡❞ ❛+ '❤❡ '❤✐%❞ ♠♦+' ✐♥'❡❣%❛'❡❞ ❜❧♦❝ ✐♥

❆❢%✐❝❛✳ ❊✈❡♥ ✐❢ "❛❞❝ ❝♦✉♥'%✐❡+ ❞♦ ♥♦' ❢♦%♠ ❛ ❝✉+'♦♠+ ✉♥✐♦♥ ♦% ❞♦ ♥♦' ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥

❝✉%%❡♥❝②✱ '❤❡② ❤❛✈❡ ♥❡✈❡%'❤❡❧❡++ +✉❝❝❡++❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥'❡❞ ❛ ❢%❡❡ '%❛❞❡ ❛%❡❛ ✭❇❡❤❛% ❛♥❞

❊❞✇❛%❞✱ ✷✵✶✶✮✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❡❝♦✇❛" ✐+ '♦ ♣%♦♠♦'❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥'❡❣%❛'✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡%❛'✐♦♥ ✇✐'❤ ❛ ✈✐❡✇ '♦

❝%❡❛'✐♥❣ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦♥❡'❛%② ✉♥✐♦♥ ❢♦% ❢♦+'❡%✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣%♦✇'❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥'

✐♥ ❲❡+' ❆❢%✐❝❛ ❡✈❡♥ ✐❢ ❡❝♦✇❛" ❤❛+ ♥♦' ②❡' ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐'+ ❣♦❛❧+ ✭❈❛%%X%❡✱ ✷✵✵✹❀ ▼✉+✐❧❛✱

✷✵✵✺✮✳ ❆+ %❡❣❛%❞+ ❝♦♠❡"❛✱ ✐' '%✐❡+ '♦ ❛❝❤✐❡✈❡ '❤❡ %❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❛❧❧ ♣❤②+✐❝❛❧✱ '❡❝❤♥✐❝❛❧✱ ✜+❝❛❧

❛♥❞ ♠♦♥❡'❛%② ❜❛%%✐❡%+ '♦ ✐♥'%❛✲%❡❣✐♦♥❛❧ '%❛❞❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡%❝✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡+✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ❧✐❦❡

✶

❈♦♠♠✉♥❛✉&' ❋✐♥❛♥❝✐+,❡ ❆❢,✐❝❛✐♥❡

✷

❇❡❝❛✉%❡ &❤❡② ❤❛✈❡ ♠❛♥❛❣❡❞ &♦ ❡%&❛❜❧✐%❤ ❝♦♠♠♦♥ ❡①&❡3♥❛❧ &❛3✐✛% ❛♥❞ &❤❡② ❡❛❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥

❝✉33❡♥❝②✳

✸



❡❝♦✇❛%✱ ❝♦♠❡%❛ ✐" "#$✉❣❣❧✐♥❣ #♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐#" ❣♦❛❧" ✭●❡❞❛ ❛♥❞ ❑❡❜$❡#✱ ✷✵✵✽✮✳

❖✉$ ♠❡#❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦♥"✐"#" ✐♥ $❡♠♦✈✐♥❣ #❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐# ❛""✉♠♣#✐♦♥ #❤❛# #$❛❞❡ ✢♦✇" ❜❡✲

#✇❡❡♥ #✇♦ #$❛❞✐♥❣ ♣❛$#♥❡$" ❛$❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥# ♦❢ ✇❤❛# ❤❛♣♣❡♥" ✐♥ #❤❡ $❡"# ♦❢ #❤❡ #$❛❞✐♥❣

✇♦$❧❞✳ ❚❤❡ ❜❛"✐❝ ✐❞❡❛ ✐" #♦ ❣❡# $✐❞ ♦❢ ♣$✐❝❡" ❛♥❞ ♣$✐❝❡ ✐♥❞❡①❡" ❜② ✉"✐♥❣ ✐♥✈❡$"❡ ❞❡♠❛♥❞

❢✉♥❝#✐♦♥" ❛♥❞ #❤❡ ❢❛❝# #❤❛# ♣$✐❝❡ ✐♥❞❡①❡" ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ #$❛❞❡ ✢♦✇"✳ ❇② ❞♦✐♥❣ "♦✱ ✇❡ ♦❜✲

#❛✐♥ ❛ ❣$❛✈✐#② ❡D✉❛#✐♦♥ #❤❛# ❞❡♣❡♥❞" ❡①❝❧✉"✐✈❡❧② ♦♥ ♦❜"❡$✈❛❜❧❡ ✈❛$✐❛❜❧❡" ❛♥❞ ♦♥ ❛ "♣❛#✐❛❧

❛✉#♦$❡❣$❡""✐✈❡ "#$✉❝#✉$❡ ✐♥ #$❛❞❡ ✢♦✇"✳ ❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦"❡ #❤❡ ❜♦$❞❡$ ❡✛❡❝# ✐♥#♦ #✇♦ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥#"✿ ❛ #$❛❞❡✲❜♦♦"#✐♥❣ ✐♥#$❛✲❜❧♦❝ ❡✛❡❝# ❛♥❞ ❛ #$❛❞❡✲$❡❞✉❝✐♥❣ ✐♥#❡$✲❜❧♦❝ ❡✛❡❝#✳ ❖✉$

✜♥❞✐♥❣" "❤♦✇ #❤❛# #$❛❞❡ ❛❣$❡❡♠❡♥#" ♣$♦❞✉❝❡ ♣♦"✐#✐✈❡ ❡✛❡❝#" ♦♥ ✐♥#$❛✲❜❧♦❝ #$❛❞❡ ✢♦✇" ❛♥❞

#❤❡"❡ ❡✛❡❝#" ❛$❡ ♣❛$#✐❝✉❧❛$❧② ♣$♦♠✐♥❡♥# ✇❤❡♥ #❤❡ ❜❧♦❝" ❛$❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✐♥ #❤❡✐$ ✐♥#❡❣$❛#✐♦♥

♣$♦❝❡""✳ ❲✐#❤ $❡"♣❡❝# #♦ #❤❡ "♣❛#✐❛❧ ❡✛❡❝#✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ♥❡❣❛#✐✈❡ $❡❧❛#✐♦♥"❤✐♣ ❜❡#✇❡❡♥ #$❛❞❡

✢♦✇" #❤❛# ❝❛♥ ❜❡ ✐♥#❡$♣$❡#❡❞ ❛" "♣❛#✐❛❧ ❝♦♠♣❡#✐#✐♦♥✳

❚❤❡ $❡♠❛✐♥❞❡$ ♦❢ #❤❡ ♣❛♣❡$ ✐" ♦$❣❛♥✐③❡❞ ❛" ❢♦❧❧♦✇"✿ ❙❡❝#✐♦♥ ✷ ♣$❡"❡♥#" #❤❡ #❤❡♦$❡#✲

✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❞✐"❝✉"" ♦✉$ ❡♠♣✐$✐❝❛❧ $❡"✉❧#" ❛♥❞ ❙❡❝#✐♦♥ ✹ ❝♦♥❝❧✉❞❡" #❤❡

❞✐"❝✉""✐♦♥"✳

✷ ❚❤❡ $❤❡♦&❡$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ❇❡❤$❡♥" ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❜② ❞❡$✐✈✐♥❣ ❛ "②"#❡♠ ♦❢ ❣$❛✈✐#② ❡D✉❛#✐♦♥" #❤❛# ❞♦❡" ♥♦#

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✉♥♦❜"❡$✈❛❜❧❡ ♣$✐❝❡ ✐♥❞❡①❡"✱ ②❡# ❡♥❝❛♣"✉❧❛#❡" #❤❡ ❣❡♥❡$❛❧ ❡D✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✐♥#❡$❞❡✲

♣❡♥❞❡♥❝✐❡" ♦❢ #❤❡ ❢✉❧❧ #$❛❞✐♥❣ "②"#❡♠✳ ❚♦ #❤✐" ❡♥❞✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ ❛ ❝❡% #$❛❞❡ ♠♦❞❡❧

❧✐❦❡ #❤♦"❡ ♦❢ ❉✐①✐# ❛♥❞ ❙#✐❣❧✐#③ ✭✶✾✼✼✮ ❛♥❞ ❑$✉❣♠❛♥ ✭✶✾✽✵✮✳ ▼♦$❡ "♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡$✐✈❡

❛ ❣$❛✈✐#② ❡D✉❛#✐♦♥ ❢$♦♠ #❤❡ D✉❛♥#✐#②✲❜❛"❡❞ ✈❡$"✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❝❡% ♠♦❞❡❧ ❜② ❡①♣❧♦✐#✐♥❣ #❤❡

❢❛❝# #❤❛# #❤❡ ♣$✐❝❡ ✐♥❞❡①❡" ❛$❡ #❤❡♠"❡❧✈❡" ✐♠♣❧✐❝✐# ❢✉♥❝#✐♦♥" ♦❢ #$❛❞❡ ✢♦✇"✳ ❲❡ ♦❜#❛✐♥

❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐# ❡D✉❛#✐♦♥ "②"#❡♠ #❤❛# ❞❡♣❡♥❞" ♦♥ ♦❜"❡$✈❛❜❧❡ ✈❛$✐❛❜❧❡" ♦♥❧② ❛♥❞ #❤❛# ❝❛♥ ❜❡

❡"#✐♠❛#❡❞ ✉"✐♥❣ #❡❝❤♥✐D✉❡" ❜♦$$♦✇❡❞ ❢$♦♠ #❤❡ "♣❛#✐❛❧ ❡❝♦♥♦♠❡#$✐❝" ❧✐#❡$❛#✉$❡✳

✷✳✶ ❈♦♥&✉♠❡*&

❲❡ ❝♦♥"✐❞❡$ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐#❤ n ❝♦✉♥#$✐❡"✳ ❊❛❝❤ ❝♦✉♥#$② i ✐" ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐#❤ Li ❝♦♥✲

"✉♠❡$"✴✇♦$❦❡$" ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡ "✉♣♣❧✐❡" ✐♥❡❧❛"#✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ✉♥✐# ♦❢ ❧❛❜♦$✳ ▲❛❜♦$ ✐" #❤❡ ♦♥❧②

♣$♦❞✉❝#✐♦♥ ❢❛❝#♦$ "♦ #❤❛# Li "#❛♥❞" ❢♦$ ❜♦#❤ #❤❡ "✐③❡ ♦❢✱ ❛♥❞ #❤❡ ❛❣❣$❡❣❛#❡ ❧❛❜♦$ "✉♣♣❧②

✐♥ ❝♦✉♥#$② i✳ ❆❧❧ ❝♦♥"✉♠❡$" ❤❛✈❡ ✐❞❡♥#✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦♠♦#❤❡#✐❝ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡" ♦✈❡$ ❛ ❝♦♥#✐♥✉✉♠

♦❢ ❤♦$✐③♦♥#❛❧❧② ❞✐✛❡$❡♥#✐❛#❡❞ ♣$♦❞✉❝# ✈❛$✐❡#✐❡" ✭❆♥❞❡$"♦♥ ❛♥❞ ✈❛♥ ❲✐♥❝♦♦♣✱ ✷✵✵✸✮✳ ❆

$❡♣$❡"❡♥#❛#✐✈❡ ❝♦♥"✉♠❡$ ✐♥ ❝♦✉♥#$② j "♦❧✈❡" #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠✿

max Uj ≡
∑

i

∫

Ωi

qij(ν)
σ−1

σ dν "✳#✳

∑

i

∫

Ωi

qij(ν)pij(ν)dν = yj ✭✶✮

✹



✇❤❡#❡ σ > 1 ❞❡♥♦'❡( '❤❡ ❝♦♥('❛♥' ❡❧❛('✐❝✐'② ♦❢ (✉❜('✐'✉'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ ❛♥② '✇♦ ✈❛#✐❡'✐❡(❀

yj ('❛♥❞( ❢♦# ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ❝♦✉♥'#② j❀ pij(ν) ❛♥❞ qij(ν) ❞❡♥♦'❡ '❤❡ ❝♦♥(✉♠❡# ♣#✐❝❡

❛♥❞ ♣❡# ❝❛♣✐'❛ ❝♦♥(✉♠♣'✐♦♥ ♦❢ ✈❛#✐❡'② ν ♣#♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥'#② i❀ ❛♥❞ Ωi ❞❡♥♦'❡( '❤❡ (❡' ♦❢

✈❛#✐❡'✐❡( ♣#♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥'#② i✳ ❙✐♥❝❡ ✈❛#✐❡'✐❡( ♣#♦❞✉❝❡❞ ✐♥ '❤❡ (❛♠❡ ❝♦✉♥'#② ❛#❡ ❛((✉♠❡❞

'♦ ❜❡ (②♠♠❡'#✐❝✱ ✐♥ ✇❤❛' ❢♦❧❧♦✇( ✇❡ ❛❧❧❡✈✐❛'❡ '❤❡ ♥♦'❛'✐♦♥ ❜② ❞#♦♣♣✐♥❣ '❤❡ ✈❛#✐❡'② ✐♥❞❡①

ν✳ ▲❡' mk ('❛♥❞ ❢♦# '❤❡ ♠❡❛(✉#❡ ♦❢ Ωk ✭✐✳❡✳✱ '❤❡ ♠❛(( ♦❢ ✈❛#✐❡'✐❡( ♣#♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥'#②

k✮✳ ❚❤❡ ❛❣❣#❡❣❛'❡ ✐♥✈❡#(❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝'✐♦♥( ❢♦# ❡❛❝❤ ✈❛#✐❡'② ❛#❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

pij =
Q
−1/σ
ij∑

k mkQ
1−1/σ
kj

Yj ✭✷✮

✇❤❡#❡ Qij ≡ Ljqij ❞❡♥♦'❡( '❤❡ ❛❣❣#❡❣❛'❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ❝♦✉♥'#② j ❢♦# ❛ ✈❛#✐❡'② ♣#♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❝♦✉♥'#② i❀ ❛♥❞ ✇❤❡#❡ Yj ≡ Ljyj ('❛♥❞( ❢♦# '❤❡ ❛❣❣#❡❣❛'❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ❝♦✉♥'#② j✳

✷✳✷ ❋✐$♠&

■' ✐( ❛((✉♠❡❞ '❤❛' '❤❡ ♣#♦❞✉❝'( ❛#❡ ❤♦#✐③♦♥'❛❧❧② ❞✐✛❡#❡♥'✐❛'❡❞ ❛♥❞ '❤❛' ❡❛❝❤ ✈❛#✐❡'② ✐(

♣#♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ (✐♥❣❧❡ ✜#♠ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ♣#♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛#✐❡'② ✐( (✉❜❥❡❝' '♦ ✐♥❝#❡❛(✐♥❣

#❡'✉#♥( ✇✐'❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ '❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦# ❛❧❧ ❝♦✉♥'#✐❡(✳ ▲❛❜♦# ✐( '❤❡ ♦♥❧② ❢❛❝'♦# ♦❢ ♣#♦❞✉❝'✐♦♥✱

❛♥❞ ✐♥ ♦#❞❡# '♦ ♣#♦❞✉❝❡ q ✉♥✐'( ♦❢ ♦✉'♣✉'✱ cq + F ✉♥✐'( ♦❢ ❧❛❜♦# ❛#❡ #❡E✉✐#❡❞✱ ✇❤❡#❡ c ✐(

'❤❡ ♠❛#❣✐♥❛❧ ❝♦(' ❛♥❞ F '❤❡ ✜①❡❞ ❝♦('✳ ❙✐♥❝❡ (❤✐♣♣✐♥❣ ✈❛#✐❡'✐❡( ❜♦'❤ ✇✐'❤✐♥ ❛♥❞ ❛❝#♦((

❝♦✉♥'#✐❡( ✐( ❝♦('❧②✱ (❤✐♣♣✐♥❣ ♦♥❡ ✉♥✐' ♦❢ ❛♥② ✈❛#✐❡'② ❜❡'✇❡❡♥ ❝♦✉♥'#✐❡( j ❛♥❞ k #❡E✉✐#❡(

❞✐(♣❛'❝❤✐♥❣ τjk > 1 ✉♥✐'( ❢#♦♠ '❤❡ ♦#✐❣✐♥ ❝♦✉♥'#② j✱ (♦ '❤❛' pjk = τjkpj✱ ✇❤❡#❡ pj ✐( '❤❡

♠✐❧❧ ♣#✐❝❡ ✭❙❛♠✉❡❧(♦♥✱ ✶✾✺✷✮✳ ❆ ✜#♠ ❧♦❝❛'❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥'#② j ♠❛①✐♠✐③❡( ✐'( ♣#♦✜'✱ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

πj =
∑

k

(pjk − cwjτjk)Qjk − Fwj ✭✸✮

❯(✐♥❣ ❡E✉❛'✐♦♥ ✭✷✮ ✐♥ '❤❡ ♣#♦✜' ♠❛①✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣#♦❝❡(( ♦❢ '❤❡ ✜#♠ ②✐❡❧❞( pj ≡ cwjσ/(σ−

1)✳ ❋#❡❡ ❡♥'#② ❛♥❞ ❡①✐' ❞#✐✈❡ ♣#♦✜'( '♦ ③❡#♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡( '❤❛' ❡❛❝❤ ✜#♠ ♠✉(' ♣#♦❞✉❝❡

'❤❡ ❜#❡❛❦✲❡✈❡♥ E✉❛♥'✐'②

∑

k

τjkQjk =
F (σ − 1)

c
≡ Q ✭✹✮

✷✳✸ ❊)✉✐❧✐❜$✐✉♠

❚♦ ❞❡#✐✈❡ '❤❡ ❣#❛✈✐'② ❡E✉❛'✐♦♥✱ ✐' ✐( ♥❡❝❡((❛#② '♦ ❦♥♦✇ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '#❛❞❡ ✢♦✇( ❢#♦♠

❝♦✉♥'#② i '♦ ❝♦✉♥'#② j ❛' ❡E✉✐❧✐❜#✐✉♠✳ ❚❤✐( ✐( ❣✐✈❡♥ ❜② Xij ≡ mipijQij✳ ❯(✐♥❣ ❡E✉❛'✐♦♥

✺



✭✷✮✱ ✇❡ ♦❜(❛✐♥✿

Xij = mi

Q
1−1/σ
ij∑

k mkQ
1−1/σ
kj

Yj ✭✺✮

❆( ❡/✉✐❧✐❜2✐✉♠✱ ♥❛(✐♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ❝♦✉♥(2② i ✐6 ❣✐✈❡♥ ❜②

Yi =
∑

k

mipikQik = mipiQ ✭✻✮

❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦2 mi = Yi/(piQ) ❛♥❞ 2❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐( ✐♥ ❡/✉❛(✐♦♥ ✭✺✮✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛(❡ (❤❡ ♠❛66 ♦❢

✜2♠6 (❤❛( ✐6 ✉♥♦❜6❡2✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜(❛✐♥✿

Xij = YiYj

Q
1−1/σ
ij∑

k
pi
pk
YkQ

1−1/σ
kj

✭✼✮

❙✉❜6(✐(✉(✐♥❣ Qij =
Xij

mipij
=

XijQ

Yiτij
✐♥(♦ ❡/✉❛(✐♦♥ ✭✼✮ ❛♥❞ 6✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ (❡2♠6 ✇❡ ♦❜(❛✐♥✿

Xij = YiYj

(
XijQ

yiτij

)1−1/σ

∑
k

pi
pk
Yk

(
XkjQ

Ykτkj

)1−1/σ = Yj

τ
1/σ−1
ij

(
Xij

Yi

)1−1/σ

∑
k

Lk

Li
τ
1/σ−1
kj

(
Xkj

yk

)1−1/σ , ✭✽✮

✇❤❡2❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡/✉✐❧✐❜2✐✉♠ 2❡❧❛(✐♦♥ pi/pk = wi/wk ❛♥❞ (❤❡ ❛❣❣2❡❣❛(❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♥✲

6(2❛✐♥( wi = Yi/Li✳ ❊/✉❛(✐♦♥ ✭✽✮ ❝❛♥ ❜❡ 2❡✇2✐((❡♥ ❛6 ❢♦❧❧♦✇6✿

Xij = Y σ
j

[
∑

k

Lk

Li

(
τkj
τij

Yk

Yi

)1/σ−1

X
1−1/σ
kj

]−σ
∀i, j ✭✾✮

✇❤✐❝❤ ✐6 ❛ 6②6(❡♠ ♦❢ ❡/✉❛(✐♦♥6 ❝❛♣(✉2✐♥❣ (❤❡ ✐♥(❡2❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ (2❛❞❡ ✢♦✇6 (♦✇❛2❞6

❝♦✉♥(2② j✳ ❚♦ ❝❧♦6❡ (❤❡ ❣❡♥❡2❛❧ ❡/✉✐❧✐❜2✐✉♠ 6②6(❡♠✱ ✇❡ ✐♠♣♦6❡ (❤❡ ❛❣❣2❡❣❛(❡ ✐♥❝♦♠❡

❝♦♥6(2❛✐♥(6✿

Yi −
∑

k

Xik = 0, ∀i ✭✶✵✮

❆6 ❝❛♥ ❜❡ 6❡❡♥ ❢2♦♠ ❡①♣2❡66✐♦♥6 ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮✱ ❛❧❧ ❡/✉✐❧✐❜2✐✉♠ (2❛❞❡ ✢♦✇6 ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣

✢♦✇6 Xii✮ ❛2❡ 2❡❧❛(❡❞ ❞✐2❡❝(❧② ✭❛6 (❤❡ ✈❛2✐❡(✐❡6 ♦❢ ♣2♦❞✉❝(6 ❛2❡ 6✉❜6(✐(✉(❡6✮ ♦2 ✐♥❞✐2❡❝(❧②

✭(❤2♦✉❣❤ (❤❡ ♥❛(✐♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡✮✳ ■♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 6❡❝(✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡2✐✈❡ ❛ 6♣❛(✐❛❧ ❡❝♦♥♦♠❡(2✐❝

2❡❞✉❝❡❞ ❢♦2♠ ❜② ❧✐♥❡❛2✐③✐♥❣ ✭✾✮ (♦ ♦❜(❛✐♥ ❛♥ ❡6(✐♠❛❜❧❡ ❡/✉❛(✐♦♥ (❛❦✐♥❣ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( ❛❧❧

(❤❡6❡ ✐♥(❡2❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡6✳

✻



✷✳✹ ❊❝♦♥♦♠❡)*✐❝ ,♣❡❝✐✜❝❛)✐♦♥

❚♦ ♦❜#❛✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠❡#*✐❝ +♣❡❝✐✜❝❛#✐♦♥✱ ✇❡ #❛❦❡ ❡1✉❛#✐♦♥ ✭✾✮ ✐♥ ❧♦❣❛*✐#❤♠✐❝ ❢♦*♠✿

lnXij = σ lnYj − σ ln

[
∑

k

Lk

Li

(
τkjYk

τijYi

)1/σ−1

X
1−1/σ
kj

]
✭✶✶✮

❈❧❡❛*❧②✱ #❤❡*❡ ✐+ ✐♥#❡*❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛❝*♦++ #*❛❞❡ ✢♦✇+ ❛+ Xij ❞❡♣❡♥❞+ ♥❡❣❛#✐✈❡❧② ♦♥ #❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ +❛❧❡+ ♦❢ #❤❡ ♦#❤❡* ❝♦✉♥#*✐❡+ ✐♥ ♠❛*❦❡# j✳ ❚♦ ♦❜#❛✐♥ ❛ +♣❡❝✐✜❝❛#✐♦♥ #❤❛# ❝❛♥ ❜❡

❡+#✐♠❛#❡❞ ✉+✐♥❣ +♣❛#✐❛❧ ❡❝♦♥♦♠❡#*✐❝ #❡❝❤♥✐1✉❡+✱ ✇❡ ❧✐♥❡❛*✐③❡ ✭✶✶✮ ❛*♦✉♥❞ σ = 1✳ ❉♦✐♥❣

+♦ ②✐❡❧❞+ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡1✉❛#✐♦♥✿

lnZij = −σ lnL− (σ−1)

(
ln τij −

∑

k

Lk

L
ln τkj

)
−σ lnwi− (σ−1)

∑

k

Lk

L
lnZkj ✭✶✷✮

✇❤❡*❡ Zij ≡ Xij/(YiYj) ✐+ ❛ ❣❞♣✲+#❛♥❞❛*❞✐③❡❞ #*❛❞❡ ✢♦✇ ✭❜✉# ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ *❡❢❡* #♦

❛+ #*❛❞❡ ✢♦✇ ❢♦* +❤♦*#✮❀ ❛♥❞ ✇❤❡*❡ L ≡
∑

k Lk ❞❡♥♦#❡+ #❤❡ #♦#❛❧ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥✳ ❊①♣*❡++✐♦♥

✭✶✷✮ *❡✈❡❛❧+ #❤❡ ❡++❡♥❝❡ ♦❢ +♣❛#✐❛❧ ✐♥#❡*❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ #❤❡ ❣*❛✈✐#② ❡1✉❛#✐♦♥✿  ❤❡  #❛❞❡

✢♦✇ Xij ❢#♦♠ ❝♦✉♥ #② i  ♦ ❝♦✉♥ #② j ❛❧0♦ ❞❡♣❡♥❞0 ♦♥ ❛❧❧  ❤❡  #❛❞❡ ✢♦✇0 ❢#♦♠  ❤❡ ♦ ❤❡#

❝♦✉♥ #✐❡0 ❦  ♦ ❝♦✉♥ #② j✳ ❙❡✈❡*❛❧ ❝♦♠♠❡♥#+ ❛*❡ ✐♥ ♦*❞❡*✳ ❋✐*+#✱ #*❛❞❡ ✢♦✇+ ❢*♦♠ i #♦ j

❛*❡ ❛✛❡❝#❡❞ ❜② *❡❧❛#✐✈❡ #*❛❞❡ ❜❛**✐❡*+✱ ❛+ ♠❡❛+✉*❡❞ ❜② #❤❡ ❞❡✈✐❛#✐♦♥ ♦❢ ❜✐❧❛#❡*❛❧ #*❛❞❡

❜❛**✐❡*+ τij ❢*♦♠ #❤❡ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ ✇❡✐❣❤#❡❞ ❛✈❡*❛❣❡ ✭+❡❝♦♥❞ #❡*♠✮✳ L✉# ❞✐✛❡*❡♥#❧②✱ *❡❧❛#✐✈❡

❛❝❝❡++✐❜✐❧✐#② ♠❛##❡*+✳ ❙❡❝♦♥❞✱ #*❛❞❡ ✢♦✇+ ❢*♦♠ i #♦ j ❛*❡ ♥❡❣❛#✐✈❡❧② ❛✛❡❝#❡❞ ❜② ✇❛❣❡+ wi ✐♥

#❤❡ ♦*✐❣✐♥ ❝♦✉♥#*② ✭#❤✐*❞ #❡*♠✮✳ ❍✐❣❤❡* ✇❛❣❡+ *❛✐+❡ ♣*♦❞✉❝#✐♦♥ ❝♦+#+ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❝♦✉♥#*②

i✬+ ✜*♠+ ❧❡++ ❝♦♠♣❡#✐#✐✈❡ ✐♥ ♠❛*❦❡# j✱ #❤❡*❡❜② *❡❞✉❝✐♥❣ #*❛❞❡ ✢♦✇+✳ ▲❛+#✱ #*❛❞❡ ✢♦✇+

❢*♦♠ i #♦ j ❞❡❝*❡❛+❡ ✇✐#❤ #*❛❞❡ ✢♦✇+ Zkj ❢*♦♠ ❛♥② #❤✐*❞ ❝♦✉♥#*② k ✐♥#♦ #❤❡ ❞❡+#✐♥❛#✐♦♥

♠❛*❦❡#✱ ❜❡❝❛✉+❡ ✈❛*✐❡#✐❡+ ❛*❡ +✉❜+#✐#✉#❡+✳ ❚❤✐+ ❡✛❡❝# ✐+ +#*♦♥❣❡* #❤❡ ❝❧♦+❡* +✉❜+#✐#✉#❡+ #❤❡

✈❛*✐❡#✐❡+ ❛*❡ ✭✐✳❡✳✱ #❤❡ ❧❛*❣❡* #❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ✮✳ ■♥ ♦✉* ❡+#✐♠❛#✐♦♥+✱ ✐♥#❡*❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡

❝❛♣#✉*❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉ ♦#❡❣#❡00✐✈❡ ✐♥ ❡#❛❝ ✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ ✱ ❛♥❞ #❤✐+ ❝♦❡✣❝✐❡♥# ❝❛♥ ❜❡ +❡❡♥ ❛+

❛ ♠❡❛+✉*❡ ♦❢ ✏+♣❛#✐❛❧ ❝♦♠♣❡#✐#✐♦♥✑ ❡♥❝❛♣+✉❧❛#✐♥❣ ❜♦#❤ ❛+♣❡❝#+ *❡❧❛#❡❞ #♦ ♠❛*❦❡# ♣♦✇❡*

❛♥❞ ❝♦♥+✉♠❡* ♣*❡❢❡*❡♥❝❡ ❢♦* ❞✐✈❡*+✐#② ✭✈✐❛ #❤❡ ♣❛*❛♠❡#❡* σ✮✳

❆+ *❡❣❛*❞+ #❤❡ ❢✉♥❝#✐♦♥❛❧ ❢♦*♠ ♦❢ #*❛❞❡ ❝♦+#+✱ ✇❡ ❛++✉♠❡ #❤❛# τij ✐+ ❛ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛* ❢✉♥❝#✐♦♥

♦❢ ❞✐+#❛♥❝❡✱ ❜♦*❞❡* ❡✛❡❝# ❛♥❞ ❡**♦* #❡*♠ ❛+ ❢♦❧❧♦✇+ ✭❆♥❞❡*+♦♥ ❛♥❞ ✈❛♥ ❲✐♥❝♦♦♣✱ ✷✵✵✹✮✿

τij ≡ dγije
ξbijǫij

✭✶✸✮

✇❤❡*❡ dij ❞❡♥♦#❡+ #❤❡ ❞✐+#❛♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ ❝♦✉♥#*② i ❛♥❞ j❀ ❛♥❞ ✇❤❡*❡ bij ✐+ ❛ ❞✉♠♠②

✈❛*✐❛❜❧❡ #❛❦✐♥❣ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✱ ✐❢ #❤❡ ✢♦✇ Xij #❛❦❡+ ♣❧❛❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ ❛ ❝♦✉♥#*② ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ #♦ ❛

❝❡*#❛✐♥ *❡❣✐♦♥❛❧✲❜❧♦❝ ✭❧✐❦❡ ❛ ♠♦♥❡#❛*②✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦* ❝✉+#♦♠❛*② ③♦♥❡✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦✉♥#*② ♥♦#

✼



❜❡❧♦♥❣✐♥❣ '♦ '❤✐) ❜❧♦❝✱ ❛♥❞ ✵ ♦'❤❡/✇✐)❡✳

✸

❚❤❡ '❡/♠) ǫij ❛/❡ ❛))✉♠❡❞ ✐✳✐✳❞ ❡//♦/ '❡/♠)✳

❙✉❜)'✐'✉'✐♥❣ ❡6✉❛'✐♦♥ ✭✶✸✮ ✐♥ ❡6✉❛'✐♦♥ ✭✶✷✮ '❤❡♥ ②✐❡❧❞) '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡6✉❛'✐♦♥✿

lnZij = −σ lnL− (σ−1)γ ln d̃ij− (σ−1)ξb̃ij−σ lnwi− (σ−1)
∑

k

Lk

L
lnZkj+εij ✭✶✹✮

✇❤❡/❡ d̃ij ≡ dij/Πkd
Lk/L
kj ❛/❡ /❡❧❛'✐✈❡ ❞✐)'❛♥❝❡) ❛♥❞ b̃ij ≡ bij −

∑
k

Lk

L
bkj ❛/❡ /❡❧❛'✐✈❡

❜♦/❞❡/)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛) ❇❡❤/❡♥) ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ♣♦✐♥'❡❞ ♦✉'✱ ❡//♦/ '❡/♠) ❤❛✈❡ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

)'/✉❝'✉/❡✿ εij = λ
∑

k
Lk

L
ukj+uij✱ ✇❤❡/❡ uij ≡ −(σ−1)ǫij ✐) ❛♥ ✐✐❞ ❡//♦/ '❡/♠✳ ❙✐♥❝❡ ✇❛❣❡)

❛/❡ ✉♥♦❜)❡/✈❡❞ ❢♦/ ♠♦)' ❝♦✉♥'/✐❡)✱ /❛'❤❡/ '❤❛♥ '❛❦✐♥❣ ❣❞♣ ♣❡/ ❝❛♣✐'❛ ❛) ♣/♦①✐❡) ✭❛) ✐♥

❘❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ❱❡♥❛❜❧❡)✱ ✷✵✵✹✮ ✇❤✐❝❤ ✐) ❝❧❡❛/❧② ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉) ✈❛/✐❛❜❧❡ ✐♥ ♣❛/'✐❝✉❧❛/ ✇❤❡♥

✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥'/❛✲'/❛❞❡ ✢♦✇ Xii✱ ✇❡ ♣/❡❢❡/ '♦ ✐♥'/♦❞✉❝❡ ♦/✐❣✐♥ ❛♥❞ ❞❡)'✐♥❛'✐♦♥ ❝♦✉♥'/② ✜①❡❞

❡✛❡❝') ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘♦)❡ ❛♥❞ ✈❛♥ ❲✐♥❝♦♦♣ ✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ❋❡❡♥)'/❛ ✭✷✵✵✷✮✳ ▼♦/❡♦✈❡/✱ ✉)✐♥❣ '❤❡

✜①❡❞ ❡✛❡❝') ❛♣♣/♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇) ✉) '♦ ❝♦♥'/♦❧ ❢♦/ ♣♦))✐❜❧❡ ♦♠✐''❡❞ ✈❛/✐❛❜❧❡)✳ ❚❤❛' ✐)✱ ❧❡' δ1i

❞❡♥♦'❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛'♦/ ✈❛/✐❛❜❧❡ '❤❛' ✐) ✶ ✐❢ ❝♦✉♥'/② i ✐) '❤❡ ❡①♣♦/'❡/✱ ❛♥❞ ✵ ♦'❤❡/✇✐)❡❀ ❛♥❞

❧❡' δ2j ❞❡♥♦'❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛'♦/ ✈❛/✐❛❜❧❡ '❤❛' ✐) ✶ ✐❢ ❝♦✉♥'/② j ✐) '❤❡ ✐♠♣♦/'❡/✱ ❛♥❞ ✵ ♦'❤❡/✇✐)❡✳

❚❤❡♥ ♦✉/ )♣❛'✐❛❧ ❡❝♦♥♦♠❡'/✐❝ /❡❞✉❝❡❞ ❢♦/♠ '♦ ❜❡ ❡)'✐♠❛'❡❞ ✐)✿

lnZij = β0 + β1 ln d̃ij + β2b̃ij + β3iδ1i + β4jδ2j + ρ
∑

k

Lk

L
lnZkj + εij ✭✶✺✮

✇❤❡/❡ β0 ≡ −σ lnL < 0 ✐) '❤❡ ❝♦♥)'❛♥' '❡/♠❀ β1 ≡ −(σ − 1)γ < 0 ✐) '❤❡ ❞✐)'❛♥❝❡

❝♦❡✣❝✐❡♥' ♦❢ ❞❡✈✐❛'✐♦♥ ❢/♦♠ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ✇❡✐❣❤'❡❞ ❛✈❡/❛❣❡) ❞✐)'❛♥❝❡)❀ β2 ≡ −(σ− 1)ξ < 0

✐) '❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' '❤❛' ❝❛♣'✉/❡) '❤❡ ❜♦/❞❡/ ❡✛❡❝'❀ β3i ❛/❡ '❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥') ♦❢ ♦/✐❣✐♥ ✜①❡❞

❡✛❡❝')❀ β4j ❛/❡ '❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥') ♦❢ ❞❡)'✐♥❛'✐♦♥ ✜①❡❞ ❡✛❡❝') ❛♥❞ ρ ≡ −(σ − 1) < 0 ✐) '❤❡

)♣❛'✐❛❧ ❛✉'♦/❡❣/❡))✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥'✳ ❙✐♥❝❡ '❤❡ '/❛❞❡ ✢♦✇ Xij ❢/♦♠ ❝♦✉♥'/② i '♦ ❝♦✉♥'/② j

❛❧)♦ ❞❡♣❡♥❞) ♦♥ ❛❧❧ '❤❡ '/❛❞❡ ✢♦✇) ❢/♦♠ '❤❡ ♦'❤❡/ ❝♦✉♥'/✐❡) k '♦ ❝♦✉♥'/② j✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ '❤❡

n2×n2
)♣❛'✐❛❧ ✐♥'❡/❛❝'✐♦♥ ♠❛'/✐①✱ ✇✐'❤ W = [S ❞✐❛❣(L)]⊗In ✇❤❡/❡ S ✐) '❤❡ n×n ♠❛'/✐①

✇❤♦)❡ ❡❧❡♠❡♥') ❛/❡ ❛❧❧ ❡6✉❛❧ '♦ ✶❀ ⊗ ✐) '❤❡ ❑/♦♥❡❝❦❡/ ♣/♦❞✉❝' ❛♥❞ ❞✐❛❣(L) ✐) ❞❡✜♥❡❞ ❛)

'❤❡ n× n ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛'/✐① ♦❢ '❤❡ Lk/L '❡/♠)✳

✹

❊6✉❛'✐♦♥ ✭✶✺✮ )❤♦✇) '❤❛' ✇❡ ❛/❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐'❤ ❛ )♣❛'✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❤❛' ✇❡ ❤❛✈❡ ❤❡/❡

✐) ❛ ●❡♥❡/❛❧ ❙♣❛'✐❛❧ ▼♦❞❡❧ ✭❣#♠✮ ✇❤❡/❡ ❡//♦/) ❤❛✈❡ ❛ )♣❛'✐❛❧ ❛✉'♦/❡❣/❡))✐✈❡ )'/✉❝'✉/❡

εij = λ
∑n2

k 6=i wkjεkj +uij✳ ■♥ ✇❤❛' ❢♦❧❧♦✇)✱ ✇❡ ✉)❡ '❤✐) ❡6✉❛'✐♦♥ '♦ ❡)'✐♠❛'❡ ♦✉/ ❡♠♣✐/✐❝❛❧

♠♦❞❡❧✳

✸

❚❤✐# ❞✉♠♠② ✐# ✐♥)❡♥❞❡❞ )♦ ❡#)✐♠❛)❡ )❤❡ ❜♦.❞❡. ❡✛❡❝) ♦❢ ❞✐✛❡.❡♥) ❜❧♦❝# ✐♥ ❆❢.✐❝❛✱ ❛♥❞ ✐# ♠❛❞❡ ♠♦.❡

❡①♣❧✐❝✐) ❜❡❧♦✇✳

✹

■) ✐# ✇♦.)❤ ♥♦)✐♥❣ )❤❛) )❤❡ ✐♥)❡.❛❝)✐♦♥ ♠❛).✐① ❝♦♠❡# #).✉❝)✉.❛❧❧② ❢.♦♠ )❤❡ )❤❡♦.❡)✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢

❇❡❤.❡♥# ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❊❧❡♠❡♥)# ♦❢ )❤✐# ♠❛).✐① ❛.❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② #❤❛.❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥# Lk/L ❛♥❞ ♥♦) ❜②

#♦♠❡ ❛❞ ❤♦❝ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ♦❢ ❞✐#)❛♥❝❡✳

✽
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✸✳✶ ❇♦%❞❡% ❡✛❡❝*+

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡❤*❡♥+ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦+❡ 6❤❡ ❜♦*❞❡* ❡✛❡❝6 ✐♥6♦ 6✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥6+✿

6❤❡ 6*❛❞❡✲❜♦♦+6✐♥❣ ✐♥6*❛✲❜❧♦❝ ❡✛❡❝6 ❛♥❞ 6❤❡ 6*❛❞❡✲*❡❞✉❝✐♥❣ ✐♥6❡*✲❜❧♦❝

✺

❡✛❡❝6 ♦❢ 6❤❡ ❜♦*❞❡*✳

❚♦ ❞✐+❡♥6❛♥❣❧❡ 6❤❡ 6✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥6+ ❛♥❞ 6♦ *❡6*✐❡✈❡ 6❤❡ ❢✉❧❧ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜♦*❞❡* ❡✛❡❝6+ ✭❜♦6❤

✐♥6*❛✲❜❧♦❝ ❛♥❞ ✐♥6❡*✲❜❧♦❝✮✱ ✇❡ ♣*♦❝❡❡❞ ❛+ ❢♦❧❧♦✇+✳ ❋✐*+6✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ 6❤❡ ❜♦*❞❡* ❛+ 6❤❡ *❛6✐♦

♦❢ 6*❛❞❡ ✢♦✇+ ✐♥ ❛ ✇♦*❧❞ ✇✐6❤ ❜♦*❞❡*+ ✭Zij✮ 6♦ 6❤❛6 ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♣*❡✈❛✐❧ ✐♥ ❛ ❜♦*❞❡*❧❡++

✇♦*❧❞ ✭Zij✮✳ ❯+✐♥❣ ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮✱ ✇❡ 6❤❡♥ ❤❛✈❡✿

Bij ≡
Zij

Zij

= eθ[bij−
∑

k

Lk
L

bkj ]
∏

k

(
Zij

Zij

)ρ
Lk
L

, ✭✶✻✮

✇❤❡*❡ 6❤❡ 6❡*♠ eθ[bij−
∑

k

Lk
L

bkj ]
+✉❜+✉♠❡+ 6❤❡ ❜♦*❞❡* ❢*✐❝6✐♦♥+ ❛+ ❛ ❞❡✈✐❛6✐♦♥ ❢*♦♠ 6❤❡✐*

♣♦♣✉❧❛6✐♦♥ ✇❡✐❣❤6❡❞ ❛✈❡*❛❣❡✳ ◆♦6❡ 6❤❛6 ✭✶✻✮ ❞❡✜♥❡+ ❛ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛* +②+6❡♠ ♦❢ ❛❧❧ 6❤❡ *❡❧❛6✐✈❡

6*❛❞❡ ✢♦✇+✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛❧❧ ❜♦*❞❡* ❡✛❡❝6+✳ ▲❡6 B +6❛♥❞ ❢♦* 6❤❡ n2 × 1 ✈❡❝6♦* ♦❢

ln(
Zij

Zij
) ❛♥❞ ❧❡% b &%❛♥❞ ❢♦) n2 × 1 ✈❡❝%♦) ♦❢ [bij −

∑
k

Lk

L
bkj]✳ ❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛)✐③❡❞ ✈❡)&✐♦♥

♦❢ %❤❡ &②&%❡♠ ❤❛& %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &♦❧✉%✐♦♥✱ B = θ(I− ρW)−1b✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇& ✉& %♦ )❡%)✐❡✈❡

%❤❡ ❜♦)❞❡) ❡✛❡❝% ❛& %❤❡ ❡①♣♦♥❡♥%✐❛❧ ♦❢ %❤❡ ❢♦)❡❣♦✐♥❣ ❡①♣)❡&&✐♦♥✳

◆♦%❡ %❤❛% ✭✶✻✮ A✉✐%❡ ♥❛%✉)❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞& ✉♣♦♥ ✇❤❡)❡ ❝♦✉♥%)✐❡& i ❛♥❞ j ❛)❡ ❧♦❝❛%❡❞✳ ❋♦✉)

❝❛&❡& ♠❛② %❤❡)❡❢♦)❡ ❛)✐&❡ ✇✐%❤ )❡&♣❡❝% %♦ ✐♥%)❛✲❜❧♦❝ ❛♥❞ ✐♥%❡)✲❜❧♦❝ %)❛❞❡✳ ▲❡% ♣♦♣

❜❧♦❝

≡∑
k∈❜❧♦❝

Lk

L
✭)❡&♣✳✱ ♣♦♣

 ♦✇

≡
∑

k/∈❜❧♦❝
Lk

L
✮ &%❛♥❞ ❢♦) %❤❡ )❡❣✐♦♥❛❧✲❜❧♦❝ ✭)❡&♣✳✱ %❤❡ )❡&% ♦❢ %❤❡

✇♦)❧❞✮ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ &❤❛)❡&✳ ❇② ❞❡✜♥✐%✐♦♥✿

bij =

{
1 ✐❢ ✭i ∈ ❜❧♦❝ ❛♥❞ j /∈ ❜❧♦❝✮ ♦) ✭i /∈ ❜❧♦❝ ❛♥❞ j ∈ ❜❧♦❝✮

0 ♦%❤❡)✇✐&❡

■% ✐& )❡❛❞✐❧② ✈❡)✐✜❡❞ %❤❛%✿

θ

[
bij −

∑

k

Lk

L
bkj

]
=





−θ ♣♦♣
 ♦✇

✐❢ ✭i ∈ ❜❧♦❝ ❛♥❞ j ∈ ❜❧♦❝✮

θ ♣♦♣
 ♦✇

✐❢ ✭i ∈ ❜❧♦❝ ❛♥❞ j /∈ ❜❧♦❝✮

θ ♣♦♣
❜❧♦❝

✐❢ ✭i /∈ ❜❧♦❝ ❛♥❞ j ∈ ❜❧♦❝✮

−θ ♣♦♣
❜❧♦❝

✐❢ ✭i /∈ ❜❧♦❝ ❛♥❞ j /∈ ❜❧♦❝✮

✭✶✼✮

❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐% &♦❧✉%✐♦♥ ❢♦) lnBij ✐& %❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

lnBij = θ[(I− ρW)−1]ib = θ[(I+ ρW + ρ2W2 + ρ3W3 + ...)]ib ✭✶✽✮

✺

❚!❛❞❡ ✢♦✇( ❜❡*✇❡❡♥ ❛ ❜❧♦❝ ♠❡♠❜❡! ❝♦✉♥*!② ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲♠❡♠❜❡! ❝♦✉♥*!②✳

✾



✇❤❡#❡ [(I− ρW)−1]i ❞❡♥♦'❡( '❤❡ i✲'❤ ❧✐♥❡ ♦❢ '❤❡ ♠❛'#✐①✳ ❯(✐♥❣ ✭✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✽✮✱ ❛♥❞ '❤❡

❢❛❝' '❤❛' W ✐( #♦✇✲('❛♥❞❛#❞✐③❡❞ ❛♥❞ ❤❛( ❛ (♣❡❝✐❛❧ ('#✉❝'✉#❡ ✐♠♣❧②✐♥❣ '❤❛' Wb = 0✱ '❤❡

❜♦#❞❡# ❡✛❡❝'( ❛#❡ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❛(✿

lnBij =





−θ ♣♦♣
 ♦✇

✐❢ ✭i ∈ ❜❧♦❝ ❛♥❞ j ∈ ❜❧♦❝✮

θ ♣♦♣
 ♦✇

✐❢ ✭i ∈ ❜❧♦❝ ❛♥❞ j /∈ ❜❧♦❝✮

θ ♣♦♣
❜❧♦❝

✐❢ ✭i /∈ ❜❧♦❝ ❛♥❞ j ∈ ❜❧♦❝✮

−θ ♣♦♣
❜❧♦❝

✐❢ ✭i /∈ ❜❧♦❝ ❛♥❞ j /∈ ❜❧♦❝✮

✭✶✾✮

❊E✉❛'✐♦♥✭✶✾✮ #❡✈❡❛❧( (❡✈❡#❛❧ ✐♥'❡#❡('✐♥❣ ♣♦✐♥'(✳ ❋✐#('✱ '❤❡ ❡①♣#❡((✐♦♥( ❢♦# ❜❧♦❝✲❜❧♦❝

❛♥❞ $♦✇✲$♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥'❡#♣#❡'❡❞ ❛( '❤❡  !❛❞❡✲❜♦♦( ✐♥❣ ❡✛❡❝' ❣❡♥❡#❛'❡❞ ❜② '❤❡ ♣#❡(❡♥❝❡ ♦❢

❜♦#❞❡#( ✇❤✐❝❤ ✐♥❝#❡❛(❡( '#❛❞❡ ✢♦✇( ✇✐'❤✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝✳ ❚❤❡ '#❛❞❡ ✢♦✇( ✇✐'❤✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝ ✇✐❧❧

❜❡ ❧❛#❣❡# ✐♥ ❛ ✇♦#❧❞ ✇✐'❤ ❜♦#❞❡#( '❤❛♥ ✐♥ ❛ ❜♦#❞❡#❧❡(( ✇♦#❧❞✳ ❚❤❡ #❡❛(♦♥ ✐( '❤❛' ❜♦#❞❡#(

♣#♦'❡❝' #❡❣✐♦♥❛❧ ✜#♠( ❢#♦♠ ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡ '❤❡♠ ❛♥ ❛❞✈❛♥'❛❣❡ ✐♥ '❤❡ #❡❣✐♦♥❛❧

♠❛#❦❡'✳ ❙❡❝♦♥❞✱ '❤❡ ❡①♣#❡((✐♦♥( ❢♦# ❜❧♦❝✲$♦✇ ❛♥❞ $♦✇✲❜❧♦❝ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥'❡#♣#❡'❡❞ ❛(

'❤❡  !❛❞❡✲!❡❞✉❝✐♥❣ ❡✛❡❝' ♦❢ '❤❡ ❜♦#❞❡# ♦♥ '#❛❞❡ ✢♦✇( ❛❝#♦(( ❝♦✉♥'#✐❡( ❧♦❝❛'❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡#❡♥'

❜❧♦❝(✳ ❚❤❡ '#❛❞❡ ✢♦✇( ❛❝#♦(( ❜❧♦❝( ✇✐❧❧ ❜❡ (♠❛❧❧❡# ✐♥ ❛ ✇♦#❧❞ ✇✐'❤ ❜♦#❞❡#( '❤❛♥ ✐♥ ❛

❜♦#❞❡#❧❡(( ✇♦#❧❞✳ ❚❤✐#❞✱ ❛( ✐♥ ❆♥❞❡#(♦♥ ❛♥❞ ✈❛♥ ❲✐♥❝♦♦♣ ✭✷✵✵✸✮✱ (♠❛❧❧❡# ❜❧♦❝( ✇✐❧❧ ❤❛✈❡

❧❛#❣❡# ✐♠♣❧✐❡❞ ❜♦#❞❡# ❡✛❡❝'( '❤❛♥ ❧❛#❣❡ ❜❧♦❝( (✐♥❝❡ '❤❡✐# ♠❛❣♥✐'✉❞❡ ❞❡♣❡♥❞( ♣♦(✐'✐✈❡❧②

♦♥ '❤❡ (✐③❡ ♦❢ '❤❡ '#❛❞✐♥❣ ♣❛#'♥❡#✱ ❛( ♠❡❛(✉#❡❞ ❜② ✐'( (❤❛#❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥✳ ❚❤❡ #❡❛(♦♥ ✐(

'❤❛' '❤❡ ❜♦#❞❡# ❛✛❡❝'( (♠❛❧❧❡# ❜❧♦❝( ♠♦#❡ '❤❛♥ ✐' ❞♦❡( ❧❛#❣❡# ❜❧♦❝(✱ ❛( ✐' ❝#❡❛'❡( '#❛❞❡

❢#✐❝'✐♦♥( ❢♦# ❛ ❧❛#❣❡# (❤❛#❡ ♦❢ '❤❡ '♦'❛❧ ❞❡♠❛♥❞ (❡#✈❡❞ ❜② ✐'( ✜#♠(✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ '❤❡ ❢✉❧❧ ❜♦#❞❡#

❡✛❡❝' ✭❝♦♠❜✐♥✐♥❣ '❤❡  !❛❞❡✲❜♦♦( ✐♥❣ ❛♥❞  !❛❞❡✲!❡❞✉❝✐♥❣ ❡✛❡❝'(✮✱ ✐( ❣✐✈❡♥ ❜② e−2θ♣♦♣ ♦✇ ❢♦#

❝♦✉♥'#✐❡( ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ '♦ '❤❡ ❜❧♦❝ ❛♥❞ ❜② e−2θ♣♦♣❜❧♦❝ ❢♦# ❝♦✉♥'#✐❡( ♥♦' ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ '♦ '❤❡ ❜❧♦❝✳

❚♦ ♠❡❛(✉#❡ '❤❡ ✐♥'❡♥(✐'② ♦❢ '❤❡ ❜♦#❞❡# ❡✛❡❝' ✇❡ ❛#❡ ✐♥✐'✐❛❧❧② ✐♥'❡#❡('❡❞ ✐♥ '❤❡ ✜✈❡ ♠❛✐♥

❆❢#✐❝❛♥ #❡❣✐♦♥❛❧ ❜❧♦❝(✿ ✇❛❡♠✉✱ ❝❡♠❛❝✱ ❡❝♦✇❛*✱ ❝♦♠❡*❛ ❛♥❞ *❛❞❝✳ ❚❤❡ ✜#(' '✇♦ ❛#❡

(✐♠✉❧'❛♥❡♦✉(❧② ♣#❡❢❡#❡♥'✐❛❧ '#❛❞❡ ❜❧♦❝( ❛♥❞ ♠♦♥❡'❛#② ✉♥✐♦♥( ✇✐'❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝✉##❡♥❝②

✭'❤❡ ❢#❛♥❝ ❝❢❛✮✳ ✇❛❡♠✉ ❛♥❞ ❝❡♠❛❝ ❡❛❝❤ ❤❛✈❡ '❤❡✐# ♦✇♥ (✐♥❣❧❡ ❝✉##❡♥❝② ✭✇✐'❤ '❤❡ (❛♠❡

❛❝#♦♥②♠✱ ❢#❛♥❝ ❝❢❛✮ ❜✉' ❜♦'❤ ❛#❡ ♣❡❣❣❡❞ '♦ '❤❡ ❡✉!♦✳ ❆❧'❤♦✉❣❤ '❤❡(❡ '✇♦ ❝✉##❡♥❝✐❡( ❛#❡

❝♦♠♠♦♥❧② #❡❢❡##❡❞ '♦ ❜② '❤❡ (❛♠❡ ♥❛♠❡ ✭❢#❛♥❝ ❝❢❛✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ '❤❡ (❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱ '❤❡② ❛#❡

♥♦' ✐♥'❡#❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ♦# ♠✉'✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡#'✐❜❧❡✱ (♦ '❤✐( ✐( ♥♦' ♦♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝✉##❡♥❝② ❜❧♦❝ ❜✉'

'✇♦ ❥✉①'❛♣♦(❡❞ ❜❧♦❝(

✻

✭❆❜❞✐❤ ❛♥❞ ❚(❛♥❣❛#✐❞❡(✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ ✐♥ ♦#❞❡# '♦ ❝❛♣'✉#❡ '❤❡

✐♠♣❛❝' ♦❢ '❤❡ ❢#❛♥❝ ♦♥ '#❛❞❡ ✢♦✇(✱ ✇❡ ✐♥'#♦❞✉❝❡ ✐♥'♦ ♦✉# ♠♦❞❡❧ ✭✶✺✮ ❛ ❝✉##❡♥❝② ❞✉♠♠②

❢$❛♥❝✱ ❛( ✐♥ ❋#❛♥❦❡❧ ❛♥❞ ❘♦(❡ ✭✷✵✵✷✮ ♦# ❘♦(❡ ❛♥❞ ✈❛♥ ❲✐♥❝♦♦♣ ✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛'❡

'❤❡ ❜♦#❞❡# ❡✛❡❝' ❣❡♥❡#❛'❡❞ ❜② '❤✐( ❝✉##❡♥❝② ③♦♥❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛❢$✐❝❛ ❛( ❛ #❡❣✐♦♥❛❧

❜❧♦❝ ❛❧'❤♦✉❣❤ '❤❡#❡ ✐( ♥♦ ❝♦♥'✐♥❡♥'✲✇✐❞❡ ❢#❡❡ '#❛❞❡ ❛#❡❛ ♦# ❝✉('♦♠( ✉♥✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦'

❡①♣❡❝' ❛ ('#♦♥❣ ❜♦#❞❡# ❡✛❡❝'✳

✻

■♥ "❤❡ %❡&" ♦❢ "❤❡ ♣❛♣❡%✱ ✇❡ ❝❛❧❧ "❤❡ "✇♦ ❥✉①"❛♣♦&❡❞ ❜❧♦❝& ❢!❛♥❝✳

✶✵



✸✳✷ ❊$%✐♠❛%✐♦♥ +❡$✉❧%$

❖✉" #❛♠♣❧❡ ❝♦♥,❛✐♥# ✶✽✶ ❝♦✉♥,"✐❡# ✇✐,❤ ✸✷✼✻✶ ♣❛✐"# ♦❢ ,"❛❞❡ ✢♦✇#✳ ❚❤❡ ❞❛,❛ #❡, ✐♥❝❧✉❞❡#

❡①♣♦",# Xij ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥,❡"♥❛❧ ❛❜#♦"♣,✐♦♥ Xii✮ ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦✉♥,"✐❡#✱ ❣❞♣# Yi ❛♥❞ Yj ♦❢

,"❛❞✐♥❣ ♣❛",♥❡"# ✭❛❧❧ ♠❡❛#✉"❡❞ ✐♥ ♠✐❧❧✐♦♥# ♦❢ ✉$ ❞♦❧❧❛"# ❢♦" ,❤❡ ②❡❛" ✷✵✵✹✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉,❡

✐♥,❡"♥❛❧ ❛❜#♦"♣,✐♦♥ ❛# Xii ≡ ❣❞♣i −
∑

j Xij✳ ❚"❛❞❡ ✢♦✇# ❛"❡ ❢"♦♠ ,❤❡ ❝❡♣✐✐ ❞❛,❛❜❛#❡✳

✼

❣❞♣ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥ ✭❛❧#♦ ✐♥ ✷✵✵✹✮ ❞❛,❛ ❛"❡ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢"♦♠ ,❤❡ E❡♥♥ ❲♦"❧❞ ❚❛❜❧❡ ✼✳✵✳

✽

❚❤❡ ❞❛,❛ #❡, ❛❧#♦ ❝♦♥,❛✐♥# ❜✐❧❛,❡"❛❧ ❞✐#,❛♥❝❡# ✭✐♥ ❦✐❧♦♠❡,❡"#✮ ❜❡,✇❡❡♥ ❝❛♣✐,❛❧ ❝✐,✐❡# ❛♥❞

❛"❡ ❢"♦♠ ,❤❡ ❝❡♣✐✐ ❞❛,❛❜❛#❡✳ ❚❤❡② ❛"❡ ❝♦♠♣✉,❡❞ ✉#✐♥❣ ,❤❡ ❣"❡❛, ❝✐"❝❧❡ ❞✐#,❛♥❝❡ ❢♦"♠✉❧❛

❛♣♣❧✐❡❞ ,♦ ,❤❡ ❝❛♣✐,❛❧#✬ ❣❡♦❣"❛♣❤✐❝ ❝♦♦"❞✐♥❛,❡#✳ ❆# "❡❣❛"❞# ,❤❡ ✐♥,❡"♥❛❧ ❞✐#,❛♥❝❡# ♦❢ ,❤❡

❝♦✉♥,"✐❡#✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❘❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ❱❡♥❛❜❧❡# ✭✷✵✵✹✮ ❜② ❝♦♠♣✉,✐♥❣ ✐♥,❡"♥❛❧ ❞✐#,❛♥❝❡# ❛#

dii ≡ κ
√
#✉"❢❛❝❡i/π✳ ❆# ❡#,✐♠❛,✐♦♥ "❡#✉❧,# ❛"❡ ❦♥♦✇♥ ,♦ ❜❡ #♦♠❡✇❤❛, #❡♥#✐,✐✈❡ ,♦ ,❤❡

♠❡❛#✉"❡♠❡♥, ♦❢ ✐♥,❡"♥❛❧ ❞✐#,❛♥❝❡ ✭❍❡❛❞ ❛♥❞ ▼❛②❡"✱ ✷✵✵✷✮ ✇❡ ✉#❡ 1/3✱ 2/3 ❛♥❞ 1 ❢♦" κ✳

❍♦✇❡✈❡"✱ #✐♥❝❡ ♦✉" "❡#✉❧,# ❛"❡ N✉✐,❡ "♦❜✉#, ,♦ ,❤❡#❡ ❞✐✛❡"❡♥, ✈❛❧✉❡# ♦❢ κ✱ ✇❡ "❡♣♦", ♦♥❧②

❢♦" κ = 2/3✳✾ ■♥ ♦✉" #,✉❞②✱ ✇❡ ❝♦♥#,"✉❝,❡❞ ,❤❡ ,❤❡♦"❡,✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥,❡"❛❝,✐♦♥ ♠❛,"✐①

W
✶✵

✉#✐♥❣ ,❤❡ ,♦,❛❧ ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①♣♦",✐♥❣ ❝♦✉♥,"② ✐♥ ♦✉" #❛♠♣❧❡✳

❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐,❤ ,❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛" ♣"♦❜❧❡♠ ♦❢ ③❡"♦ ,"❛❞❡ ✢♦✇#✱ ✜"#,✱ ✇❡ ❛✉❣♠❡♥, ,❤❡ ,"❛❞❡ ✢♦✇#

❜② ❛❞❞✐♥❣ ✶✱ #✉❝❤ ,❤❛, ,❤❡✐" ❧♦❣ ✐# ❡N✉❛❧ ,♦ ③❡"♦✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥,"♦❧ ❢♦" ,❤✐# ❛❞❥✉#,♠❡♥, ❜②

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ③❡"♦✲✢♦✇ ❞✉♠♠② ✈❛"✐❛❜❧❡ ✐♥ ,❤❡ "❡❣"❡##✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ,❛❦❡# ✈❛❧✉❡ ✶ ✐❢ ,❤❡ ❧♦❣✲✢♦✇

✐# ③❡"♦ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ✵ ♦,❤❡"✇✐#❡✳

❖✉" ❡♠♣✐"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐# ,❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✶✺✮ ✐♠♣"♦✈❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦,❤❡" ✈❛"✐❛❜❧❡# "❡❧❛,✐✈❡ ,♦

,❤❡ ❢❛❝,♦"# ♦❢ ,"❛❞❡ "❡#✐#,❛♥❝❡ ♦" ,"❛❞❡ ♣"♦♠♦,✐♦♥ #✉❝❤ ❛# ❝✉#,♦♠# ✉♥✐♦♥# ✭❝❡♠❛❝ ❛♥❞

✇❛❡♠✉✮✱ ❢"❡❡ ,"❛❞❡ ❛"❡❛# ✭$❛❞❝ ❛♥❞ ❡❝♦✇❛$✮✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛"❦❡, ✭❝♦♠❡$❛✮✱ ,❤❡ ❢-❛♥❝

③♦♥❡✱ ❛♥❞ ❛ ❞✉♠♠② ❢♦" ❛❢-✐❝❛✳ ❚❤✉#✱ ,♦ ❜"✐♥❣ ♦✉, ,❤❡ ,"❛❞❡✲❜♦♦#,✐♥❣ ❡✛❡❝, ❛♥❞ ,❤❡

,"❛❞❡✲"❡❞✉❝✐♥❣ ❡✛❡❝, ✇❡ ❛❞❞ ❞✉♠♠✐❡# "❡❧❛,✐✈❡ ,♦ ,❤❡ ♣"❡✈✐♦✉#❧② ♠❡♥,✐♦♥❡❞ ❜❧♦❝#✳

❙✐♥❝❡✱ ❛# ❛❧"❡❛❞② ♠❡♥,✐♦♥❡❞✱ ❝❡♠❛❝ ❛♥❞ ✇❛❡♠✉ ,♦❣❡,❤❡" ❢♦"♠ ,❤❡ ❢-❛♥❝ ③♦♥❡✱

✇❡ ✜"#, ❡#,✐♠❛,❡ ♦✉" ❡♠♣✐"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐,❤♦✉, ,❤❡ ❞✉♠♠② "❡❧❛,✐✈❡ ,♦ ,❤❡ ❢-❛♥❝ ③♦♥❡

,♦ ❛✈♦✐❞ ♠✉❧,✐❝♦❧❧✐♥❡❛"✐,② ✇✐,❤ ❝❡♠❛❝ ❛♥❞ ✇❛❡♠✉ ❞✉♠♠✐❡#✳ ◆❡①,✱ ✇❡ "❡❡#,✐♠❛,❡ ♦✉"

❡♠♣✐"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐,❤♦✉, ,❤❡ ❝❡♠❛❝ ❛♥❞ ✇❛❡♠✉ ❞✉♠♠✐❡# ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥#,❡❛❞ ,❤❡ ❢-❛♥❝

③♦♥❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ #♣❡❝✐✜❝❛,✐♦♥ ✐# ❡#,✐♠❛,❡❞ ✇✐,❤ ❛♥❞ ✇✐,❤♦✉, ✜①❡❞ ❡✛❡❝,#✳

❲❤❡♥ #♣❛,✐❛❧ ❛✉,♦❝♦""❡❧❛,✐♦♥ ✐# ♠♦❞❡❧❡❞✱ ♦❧$ ✐# ♥♦ ❧♦♥❣❡" ❛♣♣"♦♣"✐❛,❡✿ ,❤❡ ❡#,✐♠❛,♦"#

♦❜,❛✐♥❡❞ ❜② ,❤✐# ♠❡,❤♦❞ ❛"❡ ♥♦, ❝♦♥✈❡"❣❡♥, ✐❢ ,❤❡"❡ ✐# ❛ ❧❛❣❣❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉# ✈❛"✐❛❜❧❡ ❛♥❞

,❤❡② ❛"❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥, ✐♥ ,❤❡ ♣"❡#❡♥❝❡ ♦❢ #♣❛,✐❛❧ ❛✉,♦❝♦""❡❧❛,✐♦♥ ♦❢ ❡""♦"#✳ ❖,❤❡" ❡#,✐♠❛,✐♦♥

♠❡,❤♦❞# ❛"❡ ,❤❡♥ ♥❡❝❡##❛"② ,♦ ✜♥❞ ❝♦♥✈❡"❣❡♥, ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥, ❡#,✐♠❛,♦"#✳ ❚❤❡ ♠❡,❤♦❞

✇✐❞❡❧② ✉#❡❞ ✐# ,❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▲❡❡✱ ✷✵✵✹❀ ▲❡❙❛❣❡ ❛♥❞ E❛❝❡✱ ✷✵✵✾✮✳

✶✶

❚❛❜❧❡ ✶

✼
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✽

❤!!♣0✿✴✴♣✇!✳0❛0✳✉♣❡♥♥✳❡❞✉✳

✾

❘❡0✉❧!0 ✉0✐♥❣ 1/3 ❛♥❞ 1 ❢♦+ κ ❛+❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ +❡8✉❡0!✳
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✶✶
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❞✐"♣❧❛②" '❤❡ ❢✉❧❧ ,❡"✉❧'"✿

✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕

❚❛❜❧❡ ✶ ❛,♦✉♥❞ ❤❡,❡

✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕

❚❤❡ ❡"'✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ ❡6✉❛'✐♦♥ ✭✶✺✮ ✇✐'❤♦✉' ✜①❡❞ ❡✛❡❝'" "❤♦✇" '❤❛' ❛❧❧ ✈❛,✐❛❜❧❡" ❛,❡

"✐❣♥✐✜❝❛♥' ❛' ✶✪ ❡①❝❡♣'  ❛❞❝ ✭"❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶ ❝♦❧✉♠♥" ✶ ❛♥❞ ✸✮✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ✜①❡❞ ❡✛❡❝'"✱

✇❡ ✜♥❞ '❤❛' ❛❢%✐❝❛ ❛♥❞ ❡❝♦✇❛ ❛,❡ "✐❣♥✐✜❝❛♥' ❛' ✺✪ ✭❚❛❜❧❡ ✶ ❝♦❧✉♠♥ ✷✮ ❜✉' ❡❝♦✇❛ 

✐" ♥♦' "✐❣♥✐✜❝❛♥' ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥',♦❞✉❝❡ '❤❡ ❢%❛♥❝ ❞✉♠♠② ✭❚❛❜❧❡ ✶ ❝♦❧✉♠♥ ✹✮ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢

❝❡♠❛❝ ❛♥❞ ✇❛❡♠✉ "❡♣❛,❛'❡❧②✳

❉✐"'❛♥❝❡ ♥❡❣❛'✐✈❡❧② ❛✛❡❝'" ',❛❞❡ ✢♦✇"✱ "✉❣❣❡"'✐♥❣ '❤❛' ❞✐"'❛♥' ❝♦✉♥',✐❡" '❡♥❞ '♦ ',❛❞❡

❧❡"" ✇✐'❤ ❡❛❝❤ ♦'❤❡,✳ ❉✐"'❛♥❝❡ ✐" ❛ ♣,♦①② ❢♦, ',❛♥"♣♦,' ❝♦"'" ❛♥❞ '✐♠❡ "♦ '❤❛' ❛ ❧♦♥❣

',❛♥"♣♦,' '✐♠❡ ✐♥❝,❡❛"❡" '❤❡ ❝♦"'" ♦❢ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ♣❡,✐"❤❛❜❧❡ ❣♦♦❞"✳

❲❡ ♥♦'❡ '❤❛' '❤❡ ❡"'✐♠❛'❡❞ ♠♦❞❡❧" ✇✐'❤♦✉' ✜①❡❞ ❡✛❡❝'" ❛,❡ ♥♦' ❣✐✈❡♥ '❤❡ "✐❣♥" ♣,❡✲
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